und dem Zeitbereich (im Plot) spielen (Abb. 3.12).

> wl: =2:w2: =10:
> #wl: =1: w2:=1.000001: # idea
> plot(eval c(Re(f)),t=2..15);

Schwingung_real

0.1

Abb. 3.12: Schwingungskurve zu einem Frequenzband

3.1.4 Gauldverteilung und Resonanzlinien

Dal die Fouriertransformation ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel in der
Schwingungs- und Wellenphysik ist, sieht man daran, daR sie bei solch funda-
mentalen Aussagen wie der Unscharferelation bendtigt wird. Nach der soeben
untersuchten idealisierten Rechtecksverteilung wollen wir uns deshalb noch
mit natUrlichen Verteilungen beschaftigen. Die GauRverteilung fuhrt letzten
Endes auf die Heisenbergsche Unscharferelation, wéhrend die Untersuchung
exponentiell abklingender Schwingungen mit Hilfe der Fouriertransformation
in gleichem Mal fur die klassische Physik und die Quantenphysik von Bedeu-
tung ist.

Gaulverteilung

Wir setzen eine Cosinus-Schwingung mit der Gaul3funktion als Einhullender
an und berechnen die Fouriertransformierte

> a=a':

> F:=sinplify(fourier(exp(-t~"2)*cos(a*t),t,w));

Pim Ly s 1yt r)
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Das Spektrum ist also wieder eine GauRverteilung (incl. negative Frequenzen),
den zugehdrigen Plot kénnen Sie im Worksheet erzeugen.

Man kann umgekehrt von einer Gaul3verteilung der Frequenzen ausgehen
(ohne assune wird die Rucktransformation nicht durchgefthrt):

\

restart:with(plots):readlib(fourier):
assune(si gnma>0) ;

spek: =exp(- ((ww0)/sigma)"2/2)/sqrt(2*Pi);
f:=invfourier(spek,wt);

vV VvV Vv

_1/2%)
e( 7 V2

i 1
spek = =
P 2 N
1o~ e(— 1/2¢2 0241t w0)
f= 5
T

Eine Gaulllinie erzeugt ein GauBpaket. Wir stellen beides gemeinsam dar (vgl.
Abb. 3.13):

w0: =10: sw: =0.7: ref:=eval c(Re(f)): abf:=evalc(abs(f)):

psp: =pl ot (spek, w=0. . 20): psp;
pf:=plot({ref,abf,-abf},t=-5..5): pf;

di spl ay({pf, psp});

vV V VYV

Zeit-Spektrum
0.4

0.2

Frequenz_Zeit 20

Abb. 3.13: GauBpaket und zugehdriges Frequenzspektrum

Wenn Sie das Produkt der Varianzen der beiden GauRfunktionen berechnen,
haben Sie die Unschéarferelation fast bewiesen.
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Resonanzlinien

Naturlich gehért neben dem,Gaulischen Schwingungspaket* die Lorentz-Linie,
also die Untersuchung von Resonanz mit Hilfe der Fouriertransformation noch
ins Standardrepertoire:

> restart:readlib(fourier):

Gedampfte Schwingung (vgl. Anhang A.2.2, Seite 265, Worksheet mld2g1.ms)
> danp: =exp((-p/ 2+ *wurzel ) *t);

damp — e( (—1/2p+I wurzel)t)
Fouriertransformierte

> assurre(q>0 p>0)
> #pr="piq=q
> F: =fouri er(darrp*HeaV|S| de(t),t,w;

1

F = T
§p~—|—I(w— wurzel )
Betragsquadrat (mit gleichem Namen)
> F: =eval c(abs(F))"2;

1

F=4— 3
p~% 4+ 4 w? — 8w wurzel + 4 wurzel

Gangige Darstellung

> Wi th(student):
> F: =conpl et esquare(F, w);

1
4(w— wurzel )2+ p

F =14

~2

assune loswerden:
> F:=subs(p=ph,F): p:="p’: F:=subs(ph=p, F);

1
4(w— wurzel )2+ p

2

Darstellung von Resonanzkurven zu verschiedenen Dampfungen (Abb. 3.14)

> q:="q: p:=p:
wurzel —sqrt(4*q-p’\2):

>
> q: =10:

> plot({seq(F, p=1..3)},w=0..3*wrzel);
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Resonanzen

o
0 Frequenz 10

Abb. 3.14: Resonanzkurven zu verschiedenen Dampfungen

Eine weitere Variante der Darstellung der Lorentz-Linie finden Sie im Work-
sheet (fourier.ms). Sie ist typisch fur die Atomphysik: Ein angeregter Zustand
zerféallt mit der Zerfallskonstanten I bzw. hat die mittlere Lebensdauer r = 1/T.
Dabei wird Strahlung mit der Frequenz «, ausgesandt

damp = el 711 cos( wl t) Heaviside(?)

Die Fouriertransformierte ist

1

1
Lorentz i= 7 ———————
T I T (w— w0 )?

Zur Darstellung (und Ubung) kann dies wieder rucktransformiert werden

| T el —1two) (e(_\/ﬁt) Heaviside(t) + e(\/ﬁt) Heaviside( —t ))
fi= 1 JTZ

Anhand der Plots kénnen Sie nun Folgendes untersuchen: Die Lorentz-Linie
fallt fur Aw = w — wg = I' auf den halben Wert, man kann also I' mit der
Linienbreite oder Frequenzunscharfe identifizieren. Andererseits ist 1/T" die
mittlere Lebensdauer (d.h. die Schwingung klingt in dieser Zeitspanne auf den
e-ten Teil ab), so daB sich ergibt: Awr ~ 1, also ist die Lebensdauer umgekehrt
proportional zur Frequenzunschéarfe. Wie schon gesagt: Reine Schwingungen
leben am langsten (und bendtigen die langste Zeit fur ihre Entstehung, trotzdem

kann man eine Stimmgabel anschlagen). fourier.ms

3.1 Schwingungen 113
Michael Komma Moderne Physik mit Maple Seite 127 von 323 23/01/2005





