5.3.2 Schrédingergleichung

Die Schridingergleichung ist die Bewegungsgleichung der nicht relativistischen
Quantenphysik. Wir haben bei der Behandlung der Wellengleichung mehr spie-
lerisch die Schrodingergleichung fur ein freies Teilchen (Potential V' = 0),ge-
funden und wollen nun etwas naher untersuchen, wie diese deterministische

Gleichung interpretiert werden kann. Wir stellen zunachst die Gleichung auf:
> sgl:=l*h*di ff(psi(x,t),t)=-h"2/(2*m*diff(psi(x,t),x$2);

N Y
sgl:=1h (%1/}(x’t)):_% (3x7:f($ ))

Was passiert, wenn wir au3erdem eine mdglichst allgemein formulierte Wellen-
funktion aufstellen
> u=A(X, t)*exp(l/h*S(x,t));

u = A(x,t)e<

IS(}::,t))

und einsetzen?
> psi:=(x,t)->u;

> sgl;

Ih ((3/&(9@ t)) () | T2 1) (55(x.1)) L ))

I8(=,t)

A(et) (28(x, 1)) (T5)
E /m

Wir kénnen zunéchst durch « dividieren, dann mit si npl i f y weiter vereinfa-

chen und mit expand ausmultiplizieren. Man mul3 Maple ein bilichen helfen,

damit ,naheliegende” Umformungen auch wirklich durchgefiihrt werden:

8Vereinfachte Maple-Notation:  statt %
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> gl :=sgl/u;

15(x,t)

(ﬁA(x t)) J(E2en) TA(2,t) (ZS(x,t)) ()

)/(A(x,t)ews’f’t )) :—%h2 ((:—;A(x,t)) e<Ith’t )

TA(e,1) (2= 8(1)) (1)

h
18(x,t)

_A(x,t)(f?—xS(x,t))ze< " ))/(A(xt)e<lshx’t)m)

h2
> gl:=sinplify(gl);

gt (Fr A1) h+ TA(x,t) (5S(2,1))) __1(
= Az, ) )

(%A(x,t)) h2+21 (%A(r,t)) (%S(m,t)) h

2

+ ITA(x,t) (%S(m)) h—A(x,t) (%S(x,t))z) /(
Az, t)m)

> gl : =expand(gl);

At ot Az, t)ym
I(EA(z,t)) (&S(a,t)) h 11(6628(1‘,15))]1
- (z,t)m T2 m
(& S(2,1)"

Wenn diese Gleichung erfullt sein soll, so muR} sie fur den Realteil und den
Imaginarteil erfullt sein. Wir isolieren also zunéchst den Realteil:
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> rgl:=eval c(Re(l hs(gl)))=eval c(Re(rhs(gl)));

d 1 (?—;A(x,t)) W (2 8(a,))”
Tgl::—(aS(x,t)):—§ Az, t)ym +§ : m
oder:
> "*(-1);
9 1 (?—;A(x,t)) Wy (& S(e,t))’
5 S(@t) =3 NCE 2 - (5.4)

Das ist bis auf den Term mit 4% die Hamilton-Jacobi-Gleichung

%S(r,t) =-V-T
Wir haben also ein Potential erhalten, ohne eines anzusetzen. Weil dieses Poten-
tial charakteristisch fur die Quantenphysik ist (2 # 0), nennt Bohm es Quanten-
potential ([30], [6]). Wir kommen auf diese Interpretation im nachsten Abschnitt
zurick.

Der Imaginéarteil der Schriodingergleichung kann nach dem gleichen Mu-
ster untersucht werden, indem man ihn zunéchst isoliert und dann mit zwei
Befehlen umformt:

> igl:=evalc(Imlhs(gl)))=evalc(In(rhs(gl)));

igl = (%A(r,t)) h

A(z,t)
(A1) (&S(n0) b1 (F5(n0) b
- A(z,t) 3 m

> igl:=igl*A(x,t)/h;

gl = %A(r,t):A(x,t)

> igl:=expand(igl);

, 0
gl = EA(m,t)_
(2 A(e,t) (Z5(a)) 1 Alet) (FrS(a.0))
B m _5 m
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Nachdem -2 S( z,¢)/m die Geschwindigkeit v des Teilchens ist, wird man an die
Kontinuitatsgleichung

op _ dp Ov

ot~ ox Tox
erinnert — bis auf den Faktor 1/2, der dort auftaucht, wo A(z,¢) nicht abgeleitet
wird. Weil aber die Ableitung einer Wurzelfunktion einen Faktor 1/2 liefert,
kann man es mit folgendem Ansatz versuchen:

> subs(A(X, t)=sqrt(rho(x,t)),igl):

> eval (");

> "*2*sqrt(rho(x,t));

0 L (5
g et =2 p(l"t)(_i m/p(x,t)
Vexy (%sw))

2 m

> cont: =expand(");

cont = %p(x’t)—
C(Eplet) (BS(et) At (Zs(x1)

Und das ist tatsachlich die Kontinuitatsgleichung. Wenn man also das Am-
plitudenquadrat (genauer Betragsquadrat) der Wellenfunktion mit der Dichte
einer Stréomung identifiziert, kommt man zur statistischen Interpretation der

Quantenmechanik. schroe.ms

5.3 Theorie und Ausblick 233
Michael Komma Moderne Physik mit Maple Seite 247 von 323 23/01/2005





